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ËÈÍÅÉÍÎÃÎ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÎÃÎ ÂÅÊÒÎÐÍÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß

Ã.Ï. Ðàçìûñëîâè÷, À.Â. Ôèëèïöîâ

Êàê èçâåñòíî [1], îäíèì èç ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî ñòàöèîíàðíîãî âåêòîðíîãî
óðàâíåíèÿ

ẋ = Ax, x ∈ Rn, (1)

ñ äåéñòâèòåëüíîé ìàòðèöåé A ÿâëÿåòñÿ ìàòðè÷íûé ìåòîä, ïðè êîòîðîì ôóíäàìåí-
òàëüíàÿ ìàòðèöà íàõîäèòñÿ â âèäå ìàòðè÷íîé ýêñïîíåíòû eAt. Åå âû÷èñëåíèå â âèäå
SeJtS−1, ãäå J � æîðäàíîâà íîðìàëüíàÿ ôîðìà ìàòðèöû A, à S � ìàòðèöà, òðàíñ-
ôîðìèðóþùàÿ ìàòðèöó A â ìàòðèöó J, óäîáíî èñïîëüçîâàòü â ñëó÷àå, êîãäà êðàò-
íîñòè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû A ìàëû, â ÷àñòíîñòè, êîãäà ìàòðèöà A èìååò
n ðàçëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Åñëè æå ðàçëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé çíà-
÷èòåëüíî ìåíüøå, ÷åì ïîðÿäîê ìàòðèöû A, è, ñëåäîâàòåëüíî, èõ êðàòíîñòè âåëèêè,
òî ïîñòðîåíèå ìàòðèö S è J ìîæåò âûçâàòü îïðåäåëåííûå âû÷èñëèòåëüíûå ñëîæ-
íîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå, íàðÿäó ñ ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè ðåøåíèå ýòîé ïðîáëåìû (ñì.,
íàïðèìåð, [2]) ïðåäëàãàåòñÿ àíàëèòè÷åñêèé ìåòîä, îñíîâàííûé íà ñâîéñòâàõ êîðíåâûõ
ïîäïðîñòðàíñòâ ìàòðèöû A.

Ïóñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ϕ(λ) ìàòðèöû A èìååò âèä

ϕ(λ) = (λ− λ1)n1 · · · (λ− λk)nk , n1 + . . . + nk = n, λi 6= λj ∀i 6= j.

Ñîãëàñíî [3, 4] ìíîæåñòâî ðåøåíèé ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ (A − λiE)niX = 0, ãäå
X � ìàòðèöà�ñòîëáåö, ÿâëÿåòñÿ êîðíåâûì ïîäïðîñòðàíñòâîì ìàòðèöû A, ñîîòâåò-
ñòâóþùèì ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λi, è èìååò ðàçìåðíîñòü ni. Ñëåäîâàòåëüíî, áàçèñ
ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé ýòîãî óðàâíåíèÿ ñîñòîèò èç ni ñòîëáöîâ, è äëÿ ìàòðèöû Vi,
ñîñòàâëåííîé èç ýòèõ ñòîëáöîâ, ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà (A − λiE)pVi = 0, ∀p > ni.
Îòñþäà èìååì,
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Òàê êàê ìàòðèöà V = [V1, . . . , Vk] � íåâûðîæäåííàÿ, òî, ïîñòðîèâ ìàòðèöó W (t) =
= [eAtV1, . . . , e

AtVk] = eAtV, ïîëó÷èì eAt = W (t)V −1.
Çàìåòèì, ÷òî ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèÿ (1) íå âñåãäà òðåáóåòñÿ ïîèñê îáðàòíîé ìàò-

ðèöû V −1. Íàïðèìåð, åñëè ìàòðèöà A èìååò ëèøü îäíî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå, òî â
êà÷åñòâå ìàòðèöû V ìîæåò âûñòóïàòü åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Êðîìå òîãî, åñëè ìàòðèöà
A èìååò ëèøü äåéñòâèòåëüíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, òî ìàòðèöà V � äåéñòâèòåëüíàÿ,
è ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöà W (t) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöåé óðàâíå-
íèÿ (1).
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