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Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäñòàâëåí íîâûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ
ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ êîãåðåíòíóþ äèíàìèêó ìíîãî-
óðîâíåâûõ êâàíòîâûõ ñèñòåì, âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñ ëàçåðíûì èçëó÷åíèåì. Óðàâíå-
íèÿ â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ èìåþò âèä

−idan(t)

dt
= fn+1e

−iεn+1tan+1(t) + fne
+iεntan−1(t), an(t = 0) = δn,0, n = 0, N. (1)

Èñêîìûå âåëè÷èíû an(t) � àìïëèòóäû âåðîÿòíîñòè îáíàðóæåíèÿ êâàíòîâîé ñèñòåìû
íà óðîâíå n â ìîìåíò t, êîýôôèöèåíòû f1 = 1, fn, εn, õàðàêòåðèçóþò ñâîéñòâà
èññëåäóåìîãî îáúåêòà. Êîíå÷íàÿ öåëü çàäà÷è � ïîñòðîåíèå äèñêðåòíîé ôóíêöèè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ρn(t) = a∗n(t)an(t), ò.å. íàñåëåííîñòåé ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâíåé êâàíòîâîé
ñèñòåìû. Àëãîðèòì ðåøåíèÿ íå òðåáóåò èíòåãðèðîâàíèÿ, îí èñïîëüçóåò äèñêðåòíîå
ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, ò.å. ïåðåõîä îò an(t) ê èõ Ôóðüå-îáðàçàì � ñïåêòðàì Fn(ω) :

an(t) = eisnt
N∑
x=0

Fn(ω)eirωxt, n, ω = 0, N. (2)

Êîíñòàíòû r è sn áóäóò îïðåäåëåíû ïîçæå. Íèæå ìû ïðèâîäèì ïðîñòåéøèé ñëó÷àé,
êîãäà Ôóðüå ïðîñòðàíñòâî îäíîðîäíî, ò.å. ñïåêòðû � ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå íà ðàâ-
íîìåðíîé ñåòêå. Ýòî îãðàíè÷åíèå íå ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèïèàëüíûì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

Fn(ω) = σ(ω)p̂0p̂n(ω), n, ω = 0, N, (3)

ò.å. ñïåêòðû âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îðòîíîðìèðîâàííûõ äèñêðåòíûõ
ïîëèíîìîâ {p̂n(ω)}N0 , ñîîòâåòñòâóþùèõ êâàíòîâîé ñèñòåìå. Ïîëèíîìû îïðåäåëåíû íà
ðàâíîìåðíîé ñåòêå â ïðîñòðàíñòâå Ôóðüå ôóíêöèé an(t); σ(ω) � äèñêðåòíàÿ âåñîâàÿ
ôóíêöèÿ, ñ êîòîðîé ïîëèíîìû îðòîãîíàëüíû. Ñïðàâåäëèâîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ (3) ëåã-
êî äîêàçàòü, ïîäñòàâèâ (2), (3) â ñèñòåìó (1). Íóæíî ëèøü ó÷åñòü, ÷òî îðòîãîíàëüíûå
ïîëèíîìû óäîâëåòâîðÿþò ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ, êîòîðîå ìîæíî çàïèñàòü â
íåòðàäèöèîííîì âèäå

f̄n+1p̂n+1(x) + f̄np̂n−1(x) = [rx+ sn]p̂n(x), f̄1 = 1, f̄0 = 0. (4)

Äëÿ èçâåñòíûõ ïîëèíîìîâ êîýôôèöèåíòû èçâåñòíû, äëÿ íîâûõ ïîñòðîåííûõ ïîëèíî-
ìîâ èõ òîæå ìîæíî âû÷èñëèòü. Ïîäñòàíîâêà (2), (3) â ñèñòåìó óðàâíåíèé (1) ñ ó÷åòîì
ñîîòíîøåíèÿ (4) ïîêàçûâàåò, ÷òî ñèñòåìà (1) ðàçðåøèìà, åñëè å¼ êîýôôèöèåíòû ñâÿ-
çàíû ñ êîýôôèöèåíòàìè èç (4) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

fn = f̄n, εn = sn − sn−1. (5)
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Ýòà âçàèìíî-îäíîçíà÷íàÿ ñâÿçü ÿâëÿåòñÿ êðèòåðèåì ñîîòâåòñòâèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ïîëèíîìîâ ðàññìàòðèâàåìîé êâàíòîâîé ñèñòåìå. Àìïëèòóäû âåðîÿòíîñòè âû÷èñëÿåì
ïî îáðàòíîìó ïðåîáðàçîâàíèþ Ôóðüå (2) ïóòåì ñóììèðîâàíèÿ è íàõîäèì äèñêðåò-
íóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ êâàíòîâîé ñèñòåìû ïî óðîâíÿì ýíåðãèè â ëþáîé ìîìåíò
âðåìåíè, ïîêà äåéñòâóåò èçëó÷åíèå

D(n, t) = ρn(t) = a∗n(t)an(t).

Â äîêëàäå áóäóò ïðåäñòàâëåíû ïðèìåðû àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé ñ èñïîëüçîâàíèåì
êàê èçâåñòíûõ ïîëèíîìîâ (Êðàâ÷óêà, ×åáûøåâà), òàê è ñïåöèàëüíî ïîñòðîåííûõ ïî
çàäàâàåìîé âåñîâîé ôóíêöèè, ñîäåðæàùåé ïàðàìåòðû. Íàëè÷èå ïàðàìåòðîâ ïðèâîäèò
ê ðåøåíèÿì äëÿ ñåìåéñòâ êâàíòîâûõ ñèñòåì.


