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Ïóñòü â íåîãðàíè÷åííîì îäíîðîäíîì è èçîòðîïíîì ïðîñòðàíñòâå R3 íà ðàññòîÿ-
íèè h äðóã îò äðóãà íàõîäÿòñÿ èäåàëüíî òîíêàÿ íåçàìêíóòàÿ ñôåðè÷åñêàÿ îáîëî÷êà
S è èäåàëüíî ïðîâîäÿùåå òåëî D, îãðàíè÷åííîå òîðîèäàëüíîé ïîâåðõíîñòüþ T ñ
ðàññòîÿíèåì R îò öåíòðà îáðàçóþùåé îêðóæíîñòè äî îñè âðàùåíèÿ Oz1 è ñ ðàäè-
óñîì r îáðàçóþùåé îêðóæíîñòè, R > r. Îáîëî÷êà S ðàñïîëîæåíà íà ïîâåðõíîñòè
ñôåðû S1 ðàäèóñà a ñ öåíòðîì â òî÷êå O. Ñôåðà S1 è òîðîèäàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü
T èìåþò îáùóþ îñü âðàùåíèÿ. Îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà, îãðàíè÷åííóþ ïîâåðõíîñòüþ
ñôåðû S1, îáîçíà÷èì ÷åðåç D0, òîãäà îáëàñòü D1 = R3\(D0

⋃
S1

⋃
D
⋃
T ). Â òî÷-

êå O ðàñïîëîæåí èñòî÷íèê ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ � ýëåêòðîñòàòè÷åñêèé äèïîëü,
ìîìåíò êîòîðîãî íàïðàâëåí âäîëü îñè Oz.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ñ òî÷êîé O ñâÿæåì ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû, à ñ òî÷êîé
O1 � òîðîèäàëüíûå êîîðäèíàòû [1]. Òîãäà ïîâåðõíîñòè S è T áóäóò îïèñûâàòüñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

S = {r = a, θ0 6 θ 6 π, 0 6 φ 6 2π},

T = {α = α0 = ln(R/r +
√

(R/r)2 − 1), −π 6 β 6 π, 0 6 φ 6 2π}.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ud ïîòåíöèàë ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ äèïîëÿ, ÷åðåç Uj � ïî-
òåíöèàë âòîðè÷íîãî ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ â îáëàñòè Dj, j = 0, 1.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Òðåáóåòñÿ íàéòè âòîðè÷íûå ïîòåíöèàëû Uj, j = 0, 1, êîòîðûå
óäîâëåòâîðÿþò:

1) óðàâíåíèþ Ëàïëàñà ∆Uj = 0, ãäå ∆ =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
� îïåðàòîð Ëàïëàñà;

2) ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

(Ud(M) + U0(M))|M∈S = U1(M)|M∈S = 0, U1(M)|M∈T = 0;

3) óñëîâèþ íà áåñêîíå÷íîñòè U1(M) → 0 ïðè M → ∞, ãäå M � ïðîèçâîëüíàÿ
òî÷êà îáëàñòè D1.

Êðîìå òîãî, ïîòðåáóåì âûïîëíåíèÿ óñëîâèé íåïðåðûâíîñòè ïîòåíöèàëà íà ïîâåðõ-
íîñòè ñôåðû S1 è íåïðåðûâíîñòè ïîëÿ íà ÷àñòè ïîâåðõíîñòè ñôåðû S1, êîòîðàÿ íå
ÿâëÿåòñÿ ýêðàíîì [2, 3]:

Ud (r, θ) + U0 (r, θ) = U1 (r, θ) , r = a, 0 6 θ 6 π,

∂

∂r
(Ud (r, θ) + U0 (r, θ)) =

∂

∂r
U1 (r, θ) , r = a, 0 6 θ 6 θ0.

Ïîòåíöèàë ýëåêòðè÷åñêîãî äèïîëÿ ïðåäñòàâèì â âèäå [4]

Ud(r, θ) = P
cos θ

r2
= P

1

r2
P1 (cos θ) ,

ãäå Pn(cos θ) � ïîëèíîìû Ëåæàíäðà, P � èçâåñòíàÿ âåëè÷èíà [4].
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Ñîãëàñíî ìåòîäó ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ, ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé ãðàíè÷íîé çàäà-
÷è áóäåì èñêàòü â âèäå ñóïåðïîçèöèè ñôåðè÷åñêèõ è òîðîèäàëüíûõ ãàðìîíè÷åñêèõ
ôóíêöèé òàê, ÷òîáû àâòîìàòè÷åñêè âûïîëíÿëîñü óñëîâèå íà áåñêîíå÷íîñòè 3):

U1 = U
(0)
1 (r, θ) + U

(1)
1 (α, β) ,

U0 (r, θ) =
∞∑
n=0

an

(r
a

)n
Pn(cos θ), U

(0)
1 (r, θ) =

∞∑
n=0

bn

(a
r

)n+1

Pn(cos θ),

U
(1)
1 (α, β) =

√
2(chα− cos β)

∞∑
n=−∞

xnPn−1/2 (chα) einβ,

ãäå Pn−1/2 (chα) � ôóíêöèè òîðà, an, bn, xn � íåèçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû, ïîäëåæàùèå
îïðåäåëåíèþ èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.

Èñïîëüçóÿ òåîðåìû ñëîæåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå ñôåðè÷åñêèå è òîðîèäàëüíûå ãàðìî-
íè÷åñêèå ôóíêöèè â ñäâèíóòîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ïî îñè Oz [5]

r−n−1Pn (cos θ) = (2π)−1
∞∑

s=−∞

Rs
n(c, h)

√
2(chα− cos β)Qs−1/2 (chα) eisβ, α > 0,

√
2(chα− cos β)Pn−1/2 (chα) einβ = c

∞∑
s=0

Rn
s (c, h)rsPs (cos θ) , r <

√
h2 + c2,

Rs
n(c, h) =

2

vn+1
Pn(h/v) +

s∑
k=1

(−c)k f sk
vn+k+1

[
sP k

n+k(h/v) + ik(n+ 1)P k−1
n+k (h/v)

]
,

fk
s =

(−1)k23k+1k!(s+ k − 1)!

((2k)!)2(s− k)!
, v =

√
h2 − c2, c =

√
R2 − r2, Rn

−s(c, h) = Rs
n(c, h),

ãäå Qs−1/2 (chα) � ôóíêöèè òîðà, P k (h/v) � ôóíêöèè Ëåæàíäðà, è âûïîëíÿÿ ãðà-n+k

íè÷íûå óñëîâèÿ, ïîëó÷èì ïàðíûå ñóììàòîðíûå óðàâíåíèÿ ïî ïîëèíîìàì Ëåæàíäðà.
Ïàðíûå óðàâíåíèÿ ïðåîáðàçîâàíû ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà âòîðîãî
ðîäà îòíîñèòåëüíî ñïåöèàëüíûì îáðàçîì ââåäåííîé ôóíêöèè [3]. Âûâåäåíà ôîðìóëà
äëÿ âû÷èñëåíèÿ âòîðè÷íîãî ïîòåíöèàëà â îáëàñòè D1 ÷åðåç ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî
óðàâíåíèÿ.

Ðàçðàáîòàííàÿ ìåòîäèêà ìîæåò íàéòè ïðàêòè÷åñêîå ïðèìåíåíèå ïðè ðàçðàáîòêå è
êîíñòðóèðîâàíèè ýêðàíîâ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ òåõíèêè.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãîñóäàðñòâåííîé ïðîãðàììû íàó÷-
íûõ èññëåäîâàíèé ¾Êîâåðãåíöèÿ�2020¿ (ïîäïðîãðàììà ¾Ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìî-
äåëèðîâàíèÿ ñëîæíûõ ñèñòåì¿).
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