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Аннотация 
Рассмотрены новые методы и алгоритмы, обеспечивающие эффективное планирование траекторий 

роботов-манипуляторов в процессе лазерной резки. Предложенный подход обеспечивает сегментацию 
траектории режущего инструмента линейными и дуговыми участками максимальной длины и его дви-
жение с постоянной скоростью в точках сопряжения сегментов.   
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Abstract 
The paper considers new methods and algorithms which ensure effective planning of trajectories for ro-

botic manipulators in the process of laser cutting. The proposed approach provides the segmentation of the cut-
ting tool trajectory into linear and arc sections of maximum length and its movement at a constant speed at the 
junction points of segments. 
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Введение 
 

В условиях современного произ-
водства широкое применение находят 
технологические линии, автоматизиро-
ванные с использованием промышлен-
ных роботов. При этом перспективным 
направлением является применение ро-
ботов-манипуляторов в технологическом 
процессе лазерной резки. В настоящее 
время лазерная резка в основном осу-
ществляется портальными манипулято-
рами, работающими в декартовой систе-
ме координат и не позволяющими эф-
фективно выполнять операции лазерной 
резки в трёхмерном пространстве [1]. 

Шестиосные роботы-манипуляторы об-
ладают значительными возможностями 
по ориентированию режущего инстру-
мента в пространстве, однако их внедре-
ние в технологический процесс лазерной 
резки существенно ограничено из-за от-
сутствия эффективных методов и алго-
ритмов планирования траекторий в 
условиях высоких скоростей резки [2, 3]. 

Современные технологические 
процессы лазерной резки используют 
лазеры с мощностью 500…7500 Вт, ко-
торые позволяют достаточно эффектив-
но резать металлические листы, пластик 
и керамические материалы толщиной  
от 0,1 до 40 мм. При этом должна обеспе-
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чиваться точность позиционирования ре-
жущего инструмента от 0,005 до 0,3 мм 
в зависимости от толщины заготовки. 
Скорость при движении режущего ин-
струмента по заданному контуру изме-
няется в диапазоне 800…3000 мм в ми-
нуту [1]. В качестве режущего инстру-
мента обычно используется твердотель-
ный лазер, при этом манипулятор обес-
печивает ориентирование лазерного лу-
ча вдоль нормали к криволинейной по-
верхности заготовки. 

Планирование траекторий движе-
ния робота-манипулятора может произ-
водиться посредством ручного обуче-
ния, при котором контур резки предва-
рительно наносится на поверхность за-
готовки, а затем человек-оператор с по-
мощью пульта управления робота пере-
мещает режущий инструмент вдоль 
данного контура, сохраняя в память 
контроллера промежуточные точки. 
При этом для достижения требуемой 
степени точности позиционирования и 
соблюдения ограничений на положение, 
ориентацию и скорость режущего ин-
струмента необходимы проведение 
многократных прогонов программы 
управления и значительные затраты 
времени. Альтернативой является авто-
номный подход к планированию траек-
тории, при котором управляющая про-
грамма формируется на основе трех-
мерных компьютерных моделей робота, 
режущего инструмента и заготовки 
[3, 4]. При создании таких систем воз-
никает ряд новых научных задач, свя-
занных методиками и алгоритмизацией 
задачи планирования траектории лазер-
ной резки. 

 
Основная часть 

 
Современные системы управления 

промышленными роботами-манипуля-
торами обеспечивают перемещение тех-
нологического инструмента в декарто-
вых координатах с линейной, круговой 
либо сплайновой интерполяцией [1], что  
приводит к необходимости разбиения 

любого сложного контура лазерной рез-
ки на небольшие участки с требуемой 
точностью построения траектории.  
С учетом этого предлагаемый подход к 
планированию траектории предполагает 
реализацию этапов сегментации конту-
ра резки и формирования узловых точек 
траектории, поиска допустимых лока-
ций режущего инструмента в узловых 
точках, сглаживания траектории в 
окрестности узловых точек. Рассмотрим 
последовательно данные этапы. 

Сегментация контура резки и 
формирование узловых точек траекто-
рии. Исходный контур для лазерной 
резки можно достаточно эффективно 
описать в виде так называемой обоб-
щенной полилинии 

 
Ω = {ω1, ω2, ω3, …, ωk},            (1) 

 
где ωi = {pi, ai}; pi  – радиус-вектор, со-
ответствующий точке с номером i, 
pi = (pxi, pyi, pzi); ai  – вектор ориентации 
режущего инструмента в точке с номе-
ром i, ai = (axi, ayi, azi).  

Расстояние между двумя соседни-
ми точками контура равно Δsmin: 

 

1 min.i i s  p p                  (2) 

 
Целью сегментации контура для 

лазерной резки является формирование 
новой последовательности Ω , образо-

ванной минимальным количеством то-
чек m и соответствующей граничным 
условиям 

 

1 1; m k       .          (3) 

 
Для введения ограничения на 

точность обозначим через (Ω ,Ω ) 

функцию вычисления максимального 
расстояния между исходным и сегмен-
тированным контуром. Тогда ограни-
чение на точность сегментации будет 
иметь вид: 
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(Ω ,Ω ) ≤ ,                    (4) 

где  – предельно допустимое отклоне-
ние сегментированной траектории Ω  

от исходного контура (1). 
Предложен метод сегментации 

контура резки, основанный на аппрок-
симации исходного избыточного мно-
жества точек линейными и дуговыми 
участками максимальной длины, при-
чем начальная точка участка фиксиру-
ется. На первом этапе предполагается, 
что необходим дуговой сегмент и через 
точки с номерами , 1,i m i   2j i   

строится окружность. Радиус этой 
окружности сравнивается с предельно 
допустимым значением. Если радиус 
меньше предельно допустимого значе-
ния, то конечная точка участка передви-
гается в точку с номером 1 jj ,  
а также вычисляется номер средней 
точки   2/int jim  , где int() – сим-
волическое обозначение функции 
округления до целого числа. Повторно 
рассчитывается радиус окружности и 
сравнивается с предельным значением. 
Помимо этого, вычисляется расстояние 
между промежуточными точками pk 
(значение k изменяется в диапазоне  
от k = i + 1 до j – 1) и окружностью. 
Сдвиг конечной точки дугового участка 
продолжается до тех пор, пока радиус 
окружности не превышает предельного 
значения и расстояние между окружно-
стью и промежуточными точками 
меньше допустимого значения.  

Формирование линейного сегмен-
та начинается с точек с номера- 
ми 1,  iji , при этом выполняется пе-
ремещение конечной точки линейного 
участка и контроль соответствия рас-
стояния между промежуточными точ-
ками pk (значение k изменяется в диапа-
зоне от k = i + 1 до j – 1) и линией допу-
стимому значению. Если данное рассто-
яние превысило допустимое значение, 
процесс формирования линейного сег-
мента закончен. Алгоритм сегментации, 
построенный в соответствии с выше-
описанным подходом, представлен  

на рис. 1. Тестирование данного алго-
ритма сегментации выполнено с исполь-
зованием пакета Matlab. Пример сегмен-
тации контура лазерной резки, образо-
ванного сплайном, приведен на рис. 2. 

Поиск допустимых локаций режу-
щего инструмента в узловых точках. Рас-
смотрим системы координат на примере 
роботизированной ячейки для лазерной 
резки на базе робота Fanuc 710iC/50. Для 
описания положения и ориентации всех 
элементов этой ячейки используются: 
мировая система координат (World); си-
стема координат режущего инструмента 
(Tool); базовая система координат робо-
та (Base); система координат фланца  
для крепления режущего инструмен- 
та (Flange) (рис. 3). 

С учетом перечисленных систем 
координат матрица, описывающая по-
ложение и ориентацию режущего ин-
струмента в мировой системе коорди-
нат, имеет вид: 

 
0 0 1

1 1 2 2

4 5
5 5 6 6

( ) ( ) ...

( ) ( ) ,

b
t b

F
t

q q

q q

    

  

T T T T

T T T
  
(5)

 

 
где 0

bT  – матрица положения и ориен-

тации базы робота относительно миро-
вой системы «World»; F

tT   – матрица 

положения и ориентации режущего ин-
струмента  относительно системы коор-
динат фланца робота «Flange»; Ti(qi) – 
матрицы геометрической структуры ро-
бота-манипулятора, зависящие от вели-
чин обобщённых координат qi. 

В системах управления роботами-
манипуляторами Fanuc 710iC матри- 

цы 0
bT  и F

tT  можно корректировать 

при помощи программных инструкций. 
В частности, матрица положения и ори-
ентации базы робота может быть пара-
метризирована следующим образом: 

 
0 ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ),

b z B y B x B

x B y B z B

a b c

x y z

   

  

T R R R

T T T
   

(6) 
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где Rx, Ry, Rz – матрицы поворота отно-
сительно осей х, у, z в зависимости от 
соответствующих углов поворота базы 
манипулятора aB, bB, сB; Tx, Ty, Tz – мат-

рицы, описывающие сдвиг базы мани-
пулятора вдоль осей х, у, z в зависимо-
сти от соответствующих линейных 
сдвигов xB, yB, zB.  

 
 

 

Рис. 1. Алгоритм сегментации контура лазерной резки
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Рис. 2. Сегментация контура лазерной резки, образованного сплайном 

 
 

 
Рис. 3. Системы координат робота-манипулятора Fanuc 710iC/50 в процессе лазерной резки 

 
 
Для параметризации режущего 

инструмента использованы следующие 
параметры (рис. 4): T – смещение ре-
жущего инструмента относительно 
фланца; L – длина режущего инстру-
мента; D – угол, задающий поворот ре-
жущего инструмента вокруг фланца ро-

бота. С учетом этих параметров матрица 
положения и ориентации режущего ин-
струмента относительно системы коор-
динат фланца будет иметь вид: 
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cos( ) sin( ) 0

sin( ) cos( ) 0 0
.

0 0 1

0 0 0 1

F
t

D D L

D D

T

  
 
 
 
 
 

T   (7) 

 
Системы координат сегментов 

траектории резки формируются следу-
ющим образом: ось Xi всегда направля-
ется вдоль траектории лазерной резки; 
ось Zi представляет собой нормаль к по-
верхности заготовки; ось Yi формирует 
совместно с осями Xi, Zi правосторон-
нюю систему координат. Тогда соответ-

ствующие матрицы преобразования 
имеют вид: 

 
0 ,

i i i

World World Wpiece
Segm Segm Wpiece Segm  T T T T   (8) 

 
где 

i

Wpiece
SegmT  и World

WpieceT  – матрицы, 

описывающие положение и ориентацию 
сегмента траектории с номером i отно-
сительно заготовки и системы коорди-
нат заготовки относительно базовой ко-
ординатной системы. 

 

L

T

XF

ZF

ZT

XT

D

“TCP”
Tool Center

Point

 

Рис. 4. Параметризация режущего инструмента 

 
С учетом матриц преобразова- 

ния (5)–(8) планирование траектории 
лазерной резки может быть произведено 
путем последовательного совмещения 
системы координат, связанной с рабо-
чей точкой режущего инструмента,  
с системами координат сегментирован-

ного контура 0
iSegmT , причем угол пово-

рота  вокруг оси zi остается свободным 
параметром: 

 
0 0( ) ( ),

iSegm z Robot  T R T q            (9) 

 
где 0 ( )RobotT q  – матрица, описывающая 

положение и ориентацию режущего ин-
струмента в мировой системе координат 
в зависимости от вектора q, задающего 
значения углов в сочленениях манипу-

лятора, tRobot ТqT 00 )(  ; Rz() – матрица 

поворота режущего инструмента на 
угол  вокруг нормали к поверхности 
заготовки . 

Отметим, что изменения величи-
ны угла  в диапазоне γ = 2πj/2; j = 0…k 
могут быть использованы как для об-
хода столкновений при движении ма-
нипулятора, так и для оптимизации 
траектории. 

Для перехода к обобщенным ко-
ординатам решается обратная задача 
кинематики для робота-манипулятора 

 

 0 ( ) ,
iSegm zk  q T R            (10) 

 

где k() – функция вычисления обратной 
задачи кинематики робота-манипу-
лятора; q – вектор, задающий углы в со-
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членениях манипулятора. 
Применением преобразования (10) 

для всех ранее полученных сегментов 
вдоль контура резки формируются 
траектории робота в пространстве 
обобщенных координат, соответству-
ющие допустимым локациям режуще-
го инструмента. 

Сглаживание траектории в 
окрестности узловых точек. Движение 
режущего инструмента вдоль участка 
траектории обычно делится на три эта-
па: разгон, движение с постоянной ско-
ростью и торможение, длительность ко-
торых привязана к параметру квантова-
ния T0, обеспечиваемому системой 
управления роботом. Каждый этап вы-
полняется за 2…4 такта квантования T0, 
при этом при планировании траектории 

роботизированной лазерной резки важ-
но соблюсти «качество» стыковки двух 
сегментов. Стыковка может быть реали-
зована путем остановки режущего  
инструмента в точке стыковки, однако 
вместе с тем происходит пережигание 
материала заготовки. Поэтому целесо-
образно обеспечить движение режущего 
инструмента с постоянной скоростью, 
причем при приближении к точке сты-
ковки необходимо выполнить сглажи-
вание траектории для плавного перехо-
да на следующий участок. При этом ре-
жущий инструмент проходит на расстоя-
нии δ1 от точки стыковки (рис. 5, а), 
причем δ1 увеличивается с ростом угла 
между прямолинейными участками тра-
ектории (рис. 5, б). 

  
 

а)                  б) 

 
 

 
Рис. 5. Сопряжение сегментов траектории режущего инструмента 

 
 

Современные системы управления 
роботами-манипуляторами позволяют 
достаточно эффективно реализовать 
сглаживание путем применения соот-
ветствующих программных инструкций. 
При этом на этапе планирования траек-
тории лазерной резки необходимо опре-
делить минимально допустимую длину 
сегмента с учетом реальных ограниче-
ний системы управления.  

Опишем два состыкованных пря-
молинейных сегмента векторами  
(см. рис. 5, б). При выполнении интер-
поляции траектории на каждом сегмен-
те системой управления производится 
изменение параметра α, причем в на-
чальной точке сегмента этот параметр 
равен 1, а в конечной – 0. При сопряже-
нии сегментов торможение на первом 
сегменте совмещено с разгоном на вто-
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ром. Это позволяет обеспечить движе-
ние режущего инструмента в окрестно-
сти точки сопряжения сегментов. Тогда 
при движении без остановки в окрест-
ности точки сопряжения результирую-
щий вектор будет иметь вид: 

 

0 2 1 0 1 1

2 2 1

(1 )

(1 )( ).

P P P

P P

     

  

  
            

(11) 

 
Выражение (11) можно перегруп-

пировать относительно 1P


: 
 

1 2 1 0 1

2 2 1

( )

(1 )( ).

P P P P

P P

    

  

   

          
(12)

 

 
Зависимости величины парамет- 

ра α от времени при торможении и раз-
гоне имеют вид: 

 
2 2

1 2( ) ( ) ; ( ) ,t a t t bt             (13) 

 
где t – время; a, b – коэффициенты;  
 – конечное значение времени на ин-
тервале разгона и торможения. 

Тогда на интервале времени t  [0, ] 

отклонение траектории определяется по 
формуле 

 

1 1 0 1 2 2 1

2 2
0 1 2 1

( ) ( )

( ) .

P P P P P P

t P bt P 

      

    

 

      
(14)

 

 
При равенстве пути разгона и пути 

торможения (a = b) и t = /2 в точке сты-
ковки сегментов величина отклонения  

 

12
2

10
2

1 4

1

4

1
  PaPaPP


.   (15) 

 
Каждое слагаемое выражения (15) 

равно SР/4, где SР – длина участка тра-
ектории, на которой происходит разгон 
режущего инструмента (рис. 6). Тогда 
максимальную величину отклонения δ1 
можно определить как 

 

1 2 sin 90 cos ,
4 2 2 2
T TS S       

 
 (16) 

 
где SТ – длина участка траектории,  
на которой происходит торможение ре-
жущего инструмента. 

 

 

Рис. 6. Искажение траектории лазерной резки в точках сопряжения сегментов 
 
 

Длительность участков разгона и 
торможения должна соответствовать 
ограничениям по скорости и ускорению  

 

max max( ) ; ( ) ,s t s s t s      

max max( ) ; ( ) ; 1...6,i i i iq t q q t q i      (17) 

где s(t) – закон движения рабочей точки 
режущего инструмента; q(t) – обобщен-
ные координаты робота-манипулятора. 
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Ограничения (17) можно запи- 
сать в виде 

 

61 2

max 1max 2 max 6 max

max ; ; ; ...; .
qs q q

s q q q

      
     

 (18) 

 
Если (xS yS zS) и (xE yE zE) – коорди-

наты начальной и конечной точек 
участка разгона (торможения), то 
 SSS qqq 621 ...  и  EEE qqq 621 ...  – обобщен-

ные координаты, соответствующие 
начальной и конечной точкам участка 
разгона (торможения). 

 

     2 2 2
;

.

S E S E S E

S E
i i

s x x y y z z

q q q

      

   (19)

 

 
При этом минимальная величина τ 

ограничена количеством тактов кванто-
вания системы управления 

 

min 0 ,n T                     (20) 
 

где nmin = 2…4.  
Тогда с учетом ограничений (18)  

и (20) выражение для определения ми-
нимальной длины сегмента будет  
иметь вид: 

min 0

max
min

0 max

max ,1 .

s sT

s
n int

T s

  

  
     






     
 (21) 

 
Выводы 

 
Разработаны новые эффективные 

методы и алгоритмы для планирования 
траекторий роботов-манипуляторов в 
технологическом процессе лазерной 
резки. Предложенный метод планиро-
вания траектории обеспечивает сегмен-
тацию контура движения режущего ин-
струмента линейными и дуговыми 
участками, поиск допустимых локаций 
робота-манипулятора и сглаживание 
траектории с учетом ограничений си-
стемы управления. Приведенные алго-
ритмы позволяют учесть реализацию 
системой управления роботом команд 
движения по линейным и круговым 
сегментам. Разработанные методы и 
алгоритмы могут быть применены при 
создании интеллектуальных систем 
управления промышленными роботи-
зированными технологическими ком-
плексами для высокоскоростной лазер-
ной резки. 
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