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Аннотация. Предложена процедура проверки и уточнения результатов разделения мно-
гомерных наблюдений на кластеры несколькими методами кластерного анализа. В ре-
зультате разбиения множества X  на кластеры каждый из методов ставит в соответствие 
номерам элементов множества X  соответствующие им номера кластеров. Показано, что 
в случае, если элементы множества X  представляют собой наблюдения n  параметров 
множества объектов, то результат кластеризации множества X  может быть интерпрети-
рован как матрица вероятностей принадлежности объектов определенным кластерам. 
Предложен критерий принадлежности объекта определенному кластеру, получена фор-
мула вычисления значений элементов обобщенной матрицы через элементы матриц ве-
роятностей принадлежности объектов определенным кластерам. Экспериментальные 
исследования проведены с использованием методов кластерного анализа K-Means, Tree 
Clustering, Fuzzy Relation Clustering на 4-мерных данных об ирисах, предложенных Фише-
ром в 1936 г.
Ключевые слова: кластерный анализ, K-Means, Tree Clustering, Fuzzy Relation Clustering, 
многомерные данные.
Annotation. Procedure to verify and clarify the results division of multidimensional observations 
into clusters is offered by several methods of cluster analysis. As a result of splitting set X  into 
clusters each of the methods puts X  numbers of clusters corresponding to them in compliance 
to numbers of set members .X  It is shown that if set members X  represent observations n  
parameters of set objects, the result of clustering of set X  can be interpreted as a. The criterion 
of belonging object to particular cluster is offered, we obtain a formula for computing the values 
of elements of the generalized matrix through elements probability matrix of objects belonging 
to certain clusters is received. Experimental studies are conducted with use of cluster analysis 
methods K-Means, Tree Clustering, Fuzzy Relation Clustering on 4-dimensional data on the 
irises, offered by Fischer in 1936.
Keywords: cluster analysis, K-Means, Tree Clustering, Fuzzy Relation Clustering, 
multidimensional data.

ВВЕДЕНИЕ

Пусть получено множество наблюдений 
{ ,n

i iX x | x R= ∈ 1, ... , },i m=  которое необхо-
димо Эксперту – специалисту предметной 

области, определяющему запросы к анализу 
данных – разбить на непересекающиеся под-
множества (кластеры) [1].

Для решения данной задачи используют-
ся методы кластерного анализа. В результате 
анализа существующих методов кластери-
зации [2, 3] разработана их классификация 
[4, 5], для исследования выбраны методы, 
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являющиеся представителями основных 
методологических подходов к разделению 
исходного множества объектов на класте-
ры: K-Means, Tree Clustering, Fuzzy Relation 
Clustering (FRC).

Метод K-Means строит заданное количе-
ство кластеров, но требует охвата каждого 
кластера отдельным выпуклым множеством. 
Методы Tree Clustering и FRC не имеют этого 
ограничения, но не гарантируют построения 
заданного количества кластеров. Следует от-
метить, что метод FRC характеризуется тру-
доемкостью ( )4O n  от числа элементов.

Для разбиения множества X  на кластеры 
предполагается использование нескольких 
методов кластеризации для проверки и уточ-
нения результатов. 

Пусть для проверки и уточнения резуль-
татов кластеризации данных в качестве до-
полнительных начальных условий Эксперт 
определяет: методы кластеризации данных, 
предполагаемое количество кластеров и кон-
трольные точки (КТ) кластеров – элементы 
исследуемого множества, с вероятностью 100 
% (по заключению Эксперта) принадлежа-
щие определённым кластерам.

Для принятия решения о разделении мно-
жества наблюдений X  на кластеры Эксперт 
формулирует запрос к точности принятия 
решений. Задаёт пороговые нижние границы 
относительно необходимого и достаточного 
количества методов кластеризации, в соот-
ветствии с которыми принимается эксперт-
ное решение (оценка): голосование большин-
ством голосов, принятие решений максимально 
возможным количеством голосов, принятие 
решений, по крайней мере, заданным количе-
ством голосов и т. д.

При этом вначале разделение производит-
ся двумя методами. Если результаты разбие-
ний не совпадают, то применяют третий и так 
далее методы. При этом требуется решить за-
дачу обобщения полученных в соответствии 
с запросами Эксперта результатов кластери-
зации несколькими методами множества на-
блюдений .X

ОПИСАНИЕ КЛАСТЕРНОГО АНАЛИЗА 
ДАННЫХ

Кластерный анализ проводится на много-
мерных данных:

 { , 1, ... , }n
i iX x | x R i m= ∈ = .         (1)

Пусть элементы ,ix X∈  1, ... , ,i m=  пред-
ставляют собой измерения n  параметров 
объектов rb  из множества

 { 1, ... , }, .rB b | r | B | | B | m= = <          (2)
Тогда каждому ix X∈  соответствует не-

который объект rb  и идентифицирующая ин-
формация об этом объекте.

Пусть для разделения множества (1) на 
кластеры используются методы кластериза-
ции ,lM  1, ... , ,l L=  3L ≥  (например, K-Means, 
Tree Clustering, FRC и так далее).

В результате разбиения множества X  на 
кластеры каждый из L  применяемых мето-
дов кластеризации ,lM  1, ... , ,l L=  ставит в 
соответствие номерам элементов ix X∈  но-
мера 1, ... , lj k=  (номера кластеров jK ), где 

lk  – количество кластеров, построенных ме-
тодом .lM

ОБОБЩЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ 
КЛАСТЕРИЗАЦИИ ДАННЫХ 
НЕСКОЛЬКИМИ МЕТОДАМИ

Введём необходимые определения и 
утверждения, позволяющие интерпретиро-
вать результаты кластеризации множества 
X  методами ,lM  1, ... , ,l L=  произвести их 

обобщение и последующее выделение класте-
ров объектов .rb B∈

Утверждение 1. Результат кластеризации 
множества X  вида (1) для каждого из мето-
дов кластеризации ,lM  1, ... , ,l L=  может быть 
представлен в виде матрицы вероятностей 
принадлежности объектов rb B∈  определен-
ным кластерам:

,l lrjP p=  [0,1],lrjp ∈  

1, ... , ,r B=  1, ... , ,lj k∈                (3)
где r  – номер объекта из множества ;B  j  – 
номер кластера ;jK  lk  – количество класте-
ров, построенное методом ;lM  lrjp  – вероят-
ность принадлежности r -го объекта rb B∈  

Обработка многомерных данных несколькими методами кластерного анализа
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кластеру jK  в соответствии с методом ;lM  
l  – номер примененного метода кластериза-
ции ,lM  1, ... , .l L∈

Вероятности lrjp  в (3) рассчитываются на 
основе классического определения вероят-
ности как отношение количества случаев по-
падания объекта rb  в кластер jK  к общему 
количеству измерений, выполненных над 
объектом rb . 

Замечание. Сумма строчных элементов 
матриц lP  вида (3) постоянна и равна единице.

Вероятности отнесения объектов к опре-
деленным кластерам одновременно L  вы-
бранными методами очень низкие, напро-
тив – вероятности отнесения объектов к 
определенным кластерам, по крайней мере, 
одним из выбранных методов очень высоки. 
Поэтому рассматривается случай отнесения 
объекта к данному кластеру *L  методами из 
L  выбранных методов кластерного анализа, 
где ,*

EL L L< ≤  EL  – точная нижняя граница 
определяемая Экспертом в зависимости от 
уровня значимости задачи. Например, в слу-
чае аналогии голосования большинством го-
лосов 2EL L /= .

Определение 1. Объект ,rb B∈  1, ... ,r B=  
является элементом кластера ,jK  1, ... ,j k=  
тогда и только тогда, когда он отнесен к дан-
ному кластеру, по крайней мере, *L  методами 
из L  выбранных методов кластерного анали-
за, причем ,*

EL L L< ≤  3.L ≥
Утверждение 2. Пусть 1 2, , ... , LP P P  – ма-

трицы вида (3) вероятностей принадлежно-
сти объектов ,rb  1, ... ,r B=  определенным 
кластерам ,jK 1, ... , ,j k=  согласно методам 
кластеризации 1 2, , ... , ,LM M M  соответствен-
но. Тогда значения элементов [0,1]rjp ∈  обоб-
щенной (в смысле Определения 1) матрицы 
P  могут быть найдены суммированием ко-
эффициентов , ,v LP  , ... ,*v L L=  производящей 
функции

 ,01
( ) ( ) ,L L v

lrj lrj v Lvl
z q p z P zϕ

==
= + ⋅ = ⋅∑∏

где lrjp  – элементы матрицы ,lP  1, ... , ,l L=  
[0,1],lrjp ∈  1 ,lrj lrjq p= −  1, ... , | |,r B=  

1, ... ,j k,=  соответственно,

, .*

L
rj v Lv L

p P
=

=∑                           (4)
Доказательство. Вывод обобщающей 

формулы (4) приведён в [6]. 

Замечание 1. Для каждого из методов кла-
стеризации свойственна собственная система 
нумерации кластеров .jK  Номера 1, ... , lj k=  
присваиваются кластерам jK  в соответствии 
с порядком их построения, который зависит 
от особенностей алгоритмов методов класте-
ризации ,lM  1, ... , ,l L=  основанных на ис-
пользовании матриц сходства, эвристических 
алгоритмов перебора, идей математического 
программирования, на оценивании функций 
плотности статистического распределения и 
др. [2, 3].

Замечание 2. Для возможности обобще-
ния результатов кластеризации обобщаемые 
матрицы 1 2, , ..., LP P P  должны иметь одну 
размерность. В случае разбиения множества 
X  на 1k  кластеров методом 1,M  2k  класте-

ров методом 2 , ,M  Lk  кластеров методом 
,LM  необходимо предварительно привести 

матрицы 1 2, , ..., LP P P  к одной размерности 
1 2max{ , , ..., }.Lk k k k=  Приведение матрицы к 

необходимой размерности возможно за счет 
ее дополнения столбцами с нулевыми вероят-
ностями попадания объекта в добавленные 
кластеры.

Замечание 3. Для возможности обобще-
ния результатов кластеризации необходимо 
проведение упорядочивания столбцов обоб-
щаемых матриц lP  вида (3) размерности 

,B k×  таким образом, что для любого 
0 1, ... ,j k∈  кластеры 

0

( ) ,l
jK  построенные ме-

тодами ,lM  1, ... , ,l L=  будут соответствовать 
эталону, определенному Экспертом, то есть 
иметь максимально возможное количество 
общих элементов ix X∈  с заданным этало-
ном.

Определение. Контрольные точки (КТ) 
кластеров. Пусть Экспертом заданы следую-
щие дополнительные начальные условия кла-
стеризации :nX R⊂

1) ψ  – предполагаемое количество класте-
ров ,jK  1, ..., ;j ψ=

2) ,Y X⊂  Y γ ψ= ≥  – множество кон-
трольных точек кластеров:

{ , 1, ... , }.n
j jY y | y R j γ= ∈ =           (5)

При этом для контрольных точек класте-
ров iy Y∈  выполняется условие: 

( ) ( )! [ ],i j i jy Y K y K∀ ∈ ∃ ∈
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1, ..., ,i γ∈     1, ..., .j ψ∈               (6)
Предлагается следующая процедура опре-

деления кластеров объектов:
Этап 1. Кластеризация множества X  ме-

тодами ,lM  1, ... , ;l L=  интерпретация ре-
зультатов кластеризации; подготовка к этапу 
обобщения.

Этап 2. Обобщение результатов кластери-
зации; определение кластеров объектов.

Этап 1 процедуры определения 
кластеров объектов

Определение 2. Матрицы
,rj rjP p P pξ ξ η η= =  вида (3) размерности 

B k×  эквивалентны тогда и только тогда, 
когда выполняется условие:

( )

( 1, ... , )( 1, ... , )[ ].rj rj

P P

r B j k p p
ξ η

ξ η

= ⇔

⇔ ∀ ∈ ∀ ∈ =
  (7)

Определение 3. Приведение матриц 
,l lrjP p=  1, ... , ,l w=  1 w L< ≤  размерностей 

lB k×  (множество X  разделено методом lM  
на lk  кластеров) к одной размерности ,B k×  
где { }1max , ..., ,wk k k=  равносильно постро-
ению матриц / /

l lrjP p=  за счёт дополнения 
матриц lP  столбцами с нулевыми вероятно-
стями попадания объектов в добавленные 
кластеры:

/
,

0 .
lrj l

lrj

l

p j k
p

k j k

 ≤= 
< ≤

                (8)

Введём необходимые определения и 
утверждения, позволяющие провести упоря-
дочивание столбцов матрицы TP  (тестируе-
мая матрица) по отношению к матрице EP  
(эталонная, согласно оценке Эксперта, ма-
трица). 

Определение 4. Обозначим через EP  – 
(эталонную) матрицу вероятностей принад-
лежности контрольных точек (КТ) – началь-
ное условие кластеризации, определённое 
Экспертом – кластерам; TP  – (тестируемую) 
матрицу вероятностей принадлежности эле-
ментов множества ,X  соответствующих КТ, 
построенную по результатам кластеризации 
X  методом :lM

E EijP p= , 
1, ,

0, ;
i j

Eij
i j

y K
p

y K
∈=  ∉

            (9)

,T TijP p=  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1, X [ ],

0, X [ ].

k k i k j

Tij

k k i k j

x x y x K
p

x x y x K

 ∃ ∈ = ∧ ∈= 
∃ ∈ = ∧ ∉

 (10)

Утверждение 3. Пусть в результате кла-
стеризации X  методом lM  построено ,jK  

/1, ...,j ψ=  кластеров. Пусть выполняется ус-
ловие: / .ψ ψ≥  Возможны следующие случаи:

1) /γ ψ ψ= = : предполагаемое количество 
кластеров совпадает с количеством постро-
енных, для каждого из кластеров определена 
единственная КТ; выполняется условие:

( ) ( ) ( )! [ ],j i j i jY K y Y K y K= ∧ ∀ ∈ ∃ ∈

1, ..., ,i γ∈  1, ..., ;j ψ∈  / ;γ ψ ψ= =      (11)
тогда матрица EP  вероятностей принадлеж-
ности КТ кластерам – может быть приведена 
к единичной матрице EP E=  (квадратная 
симметричная матрица).

2) /γ ψ ψ> = : предполагаемое количество 
кластеров совпадает с количеством постро-
енных, для каждого из кластеров определено 
не менее одной КТ; выполняется условие:

( ) ( ) ( ) [ ],j i j i jY K y Y K y K> ∧ ∀ ∈ ∃ ∈

1, ..., ,i γ∈  1, ..., ,j ψ∈  / ;γ ψ ψ> =      (12)
матрица EP  отличается от единичной, ,EP E≠  

EP  – прямоугольная матрица.
3) / :γ ψ ψ= <  количество построенных 

кластеров превышает предполагаемое коли-
чество кластеров, таким образом, не для всех 
построенных кластеров определены КТ; вы-
полняется условие:

( ) ( ) ( ) [ ],j i j i jY K y Y K y K< ∧ ∀ ∈ ∃ ∈

1, ..., ,i γ∈  1, ..., ,j ψ∈  / .γ ψ ψ= <      (13)
Возможны следующие случаи:
3а) количество построенных кластеров на 

один превышает количество КТ:
1 ,jY K+ =  1.jK Y− =               (14)

3б) количество построенных кластеров 
превышает количество КТ более, чем на один 
(более одного кластера не обозначено кон-
трольной точкой):

1 ,jY K+ <  1.jK Y δ− = >           (15)

Обработка многомерных данных несколькими методами кластерного анализа
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Замечание. В силу прикладной специфи-
ки поставленной задачи, предлагается приве-
дение случая (3б) к случаю (3а) за счёт объе-
динения δ  кластеров, не отмеченных 
контрольными точками, в один общий кла-
стер, как прочие элементы. 

Определение 5. Перестановкой из элемен-
тов конечного множества I  называется вся-
кое упорядочивание элементов этого множе-
ства.

Определение 6. Обозначим через ( )T tP I  
матрицы, образованные из матрицы TP  пере-
становками tI  её столбцов 1, ... ,j k= :

0 1( ) , ( ), , ( ),T T T T tP I P P I P I=   0, ... , ! 1,t k= −
где t  – номер произведенной перестановки 

,tI  определяющей порядок следования столб-
цов матрицы :TP

0 (1, 2, ... , ),I k=  1 (2,1, ... , ),I k=  … , tI , 
0, ... , ! 1.t k= −

Замечание. Общее количество возмож-
ных перестановок k  столбцов матрицы TP  
составляет !k . Могут рассматриваться пере-
становки только тех столбцов матрицы ,TP  
которые не совпадают со столбцами .EP

Определение 7. Для матричных пар 
( )( ), ,T t EP I P  ( )0, ... , ! 1 ,t k= −  определяется 
метрика : ( ( ), ) {0}T t EP I P Rρ +→ ∪  вида:

1 1
( ( ), ) min( ( ), ),B k

T t E Trj t Erjr j
P I P p I pρ

= =
=∑ ∑

0, ... , ! 1,t k= −                            (16)
где ( )Trj tp I  – элементы матрицы ( )T tP I  со 
столбцами ,j  следующими в порядке, соот-
ветствующем произведённой перестановке tI  
столбцов матрицы ;TP  Erjp  – элементы ма-
трицы .EP

Замечание. Метрика ( ( ), ) 0T t EP I Pρ ≥  по-
зволяет определить меру совпадения элемен-
тов соответствующих матриц. Значение ρ  
прямо пропорционально количеству общих 
элементов ix X∈  в кластерах матричной 
пары.

Утверждение 4. Перестановка *I  столб-
цов матрицы TP  по отношению к матрице EP  
оптимальна тогда и только тогда, когда вы-
полняется условие

{ }
*( ( ), )

max ( ( ), ) 0, ... , ! 1 ,
T E

T t E

P I P

P I P t k

ρ

ρ

=

= = −
   (17)

где ρ  – метрика вида (16).

Замечание 1. Возвращаясь к прежним 
обозначениям, результат упорядочивания 
столбцов TP  относительно :EP

*( ).T TP P I=
Замечание 2. Возможны варианты рав-

новероятных случаев упорядочивания 
столбцов TP  относительно .EP  Если переста-
новка *I  в соответствии с (17) не единствен-
на, имеет место неоднозначность относи-
тельно упорядочивания столбцов .TP  В этом 
случае метод кластерного анализа не приме-
ним к анализируемым данным, так как не 
адекватно описывает реальные данные, в со-
ответствии с оценкой (начальным условием) 
Эксперта. Результаты работы такого метода 
кластеризации исключаются из дальнейшего 
рассмотрения.

Утверждение 5. Объект ,kx X∈  соответ-
ствующий контрольной точке ,iy Y∈  ,k ix y=  
принадлежит кластеру 

0
,jK  /

0 1, ... ,j ψ∈  тог-
да и только тогда, когда вероятность принад-
лежности k ix y=  кластеру в i -й строке упо-
рядоченной матрицы TP  ненулевая и 
максимальна.

Утверждение 5  следует из Определения 1.
Замечание 1. В соответствии с принад-

лежностью элементов ,kx X∈  соответствую-
щих КТ (начальное условие), кластерам 

0
,jK  

/
0 1, ... ,j ψ∈  настраивается нумерация кла-

стеров, на которые разделяется исследуемое 
множество X  методом .lM

Замечание 2. Описанная выше стандарт-
ная процедура упорядочивания столбцов те-
стируемой матрицы TP  по отношению к 
столбцам эталонной матрицы EP  примени-
ма в случае dim( ) dim( ).T EP P=  В случае 
dim( ) dim( )T EP P≠  – предлагается следующая 
адаптированная процедура упорядочива-
ния:

Шаг 1. На основании TP  строится /
TP  – 

матрица вероятностей принадлежности эле-
ментов кластерам, помеченным контроль-
ными точками таким образом, что 

/dim( ) dim( ) dim( ).T E TP P P= <
Шаг 2. Применяется стандартная проце-

дура упорядочивания /
TP  относительно .EP

Шаг 3.  С учетом замечания к Утвержде-
нию 3 кластеры, не отмеченные контрольны-
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ми точками, объединяются в один общий 
кластер, как прочие элементы. Размерность 
упорядоченной матрицы /

TP  дополняется до 
исходной размерности dim( ).TP  Для этого в 
матрицу /

TP  добавляется строка и столбец с 
вероятностями попадания КТ (с учётом до-
полнительной КТ) в соответствующие кла-
стеры. Матрица TP  – упорядочена.

Утверждение 6. Процедура кластериза-
ции множества многомерных данных X  ме-
тодами ,lM  1, ... , ,l L=  интерпретации ре-
зультатов кластеризации и их подготовки к 
последующему этапу обобщения выполнима 
за *L  итераций, ,*

EL L L< ≤  состоящих из 
шагов 0–4:

Шаг 0. Вводится в рассмотрение параметр 
номера итерации w  с начальным значением 

0.w =
Шаг 1. Проводится кластеризация эле-

ментов множества X  методом 1.wM +

Шаг 2а. По результатам кластерного ана-
лиза (предыдущий шаг 1) в соответствии с 
Определением 4 по КТ кластеров строятся те-
стируемая ( TP ) и эталонная ( EP ) матрицы. 
Согласно Утверждению 4 определяется опти-
мальная перестановка столбцов TP  относи-
тельно .EP  На основании Утверждения 5 про-
изводится настройка нумерации построенных 
(шаг 1) кластеров. 

Шаг 2б. По результатам кластерного ана-
лиза (шаг 1) проводится построение матрицы 

1wP +  вида (3) размерности 1wB k +×  вероятно-
стей принадлежности объектов ,rb B∈  

1, ... ,r B=  кластерам ,jK  11, ... , .wj k +=
Шаг 3. При 0w >  проводится приведение 

матриц ( 1) ,w
lP −  1, ... ,l w=  размерности 

( 1)wB k −×  и матрицы 1wP +  к одной размерно-
сти ( ) ,wB k×  при этом 

{ }( ) ( 1)
1max , .w w

wk k k−
+=             (18)

Построение матриц ( ) ( )
1 1 ,w w

w w rjP p+ +=  
( ) ( ) ,w w

l lrjP p=  1, ... ,l w=  размерности ( ) .wB k×
Шаг 4. Определяется количество ( )wS  эк-

вивалентных матриц ( ) ,w
lP  1, ... , 1.l w= +  Если 

выполняется условие
( )( 1) ( ),w

Ew L S L< − ∧ ≤             (19)

то : 1,w w= +  шаги 1–4 повторяются.

Доказательство
Проводится методом математической ин-

дукции.
Пусть в результате выполнения шагов 

итерационной процедуры на последней ите-
рации * 1w ≥  * *(( 3, 2) 1)L L w> ≥ ⇒ ≥  получе-
ны приведённые к одной размерности ( )*wB k×  упорядоченные матрицы 

( )*

1
wP , … , ( )*

* 1

w

w
P

+
, ( ){ }*

* min , 1 .ww S L= −

Поскольку итерация с номером * 1w ≥  – 
последняя итерация шагов 0–4 процедуры, то 
условие продолжения шагов процедуры (19) 
не выполняется, то есть выполняется условие

** ( )( 1) ( ).w
Ew L S L≥ − ∨ >             (20)

По построению *w  имеет место следую-
щее ограничение для значений *w :

* 1.w L≤ −                          (21)
Из (20) и (21) следует:

* *

*

( 1) ( 1)
(max( ) 1).

w L w L
w L

≥ − ∧ ≤ − ⇔

⇔ = −
         (22)

По построению имеет место следующее 
ограничение для значений 

*( )wS
*( ) * 1.wS w≤ +                      (23)

Из (20), (22) и (23) следует:
*(20) (23) (22)

( ) * 1 1 1 ,w
EL S w L L< ≤ + ≤ − + =

или
* 1 .EL w L< + ≤                     (24)

Поскольку начальное значение параметра 
нумерации итераций 0,w =  из (24) получаем 
общее количество выполненных итераций 
шагов процедуры:

* *1 ,w w L= + =  ( , ].*
EL L L∈

Возвращаясь к прежним обозначениям, 
получим матрицы ( )*

,w
l lP P=  1, ... , ,l L=  где 

* *: 1L L w= = +  размерности B k×  при 
( )*

.wk k=  Доказательство закончено.
Замечание 1. Построение на шаге 2б про-

цедуры матриц 1wP +  вида (3) проводится в со-
ответствии с Утверждением 1 по формуле (4).

Замечание 2. Приведение матриц lP , 
1, ... ,l w= , размерности ( 1)wB k −×  и 1wP +  к од-

ной размерности ( )wk  (18) на шаге 3 процеду-
ры, равносильное построению матриц 

( ) ( )
1 1 ,w w

w w rjP p+ +=  ( ) ( )w w
l lrjP p=  размерности 

( ) ,wB k×  проводится по формуле (8):

Обработка многомерных данных несколькими методами кластерного анализа
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1 1( )
1 ( )

1

,

0 ,
w rj ww

w rj w
w

p j k
p

k j k
+ +

+

+

 ≤= 
< ≤

( 1) ( 1)
( )

( 1) ( )

,

0 ,

w w
lrjw

lrj w w

p j k
p

k j k

− −

−

 ≤= 
< ≤

       (25)

1, ... , .l w=
Замечание 3. Определение на шаге 4 про-

цедуры количества ( )wS  эквивалентных ма-
триц ( ) ,w

lP  1, ... , 1l w= +  возможно посред-
ством применения следующей формулы:

( )1( )
1

max 1 1 ,

1, ... , 1

ww
ij ij ijj

S d d

i w

+

=


= − = −∆




= + 


∑
  (26)

( ) ( )

( ) ( )

0 ,

1 .

w w
i j

ij w w
i j

P P

P P

 =∆ = 
≠

При расчете ( )wS  элементы главной диаго-
нали ,iid  1, ... , 1,i w= +  не учитываются.

Этап 2 процедуры определения кластеров 
объектов

Шаг 1. Обобщение результатов кластери-
зации 1, ... , LP P  в соответствии с утвержде-
нием 2.

Шаг 2. Определение кластеров объектов.
В результате кластеризации множества X 

вида (1) L методами, получена обобщённая 
матрица ,rjP p=  1, ..., | | ,r B=  1, ..., ,j k=  на 
основе анализа значений элементов которой 
определяется принадлежность объекта к 
определенному кластеру.

Утверждение 7. Объект ,rb B∈  1, ... ,r B∈  
принадлежит кластеру 

0
,jK  0 1, ... ,j k∈  тогда 

и только тогда, когда вероятность принад-
лежности объекта кластеру в r -й строке 
обобщенной матрицы P  максимальна: 

0 0
( ) ( max{ 1, ... , }).r j rj rjb K p p j k∈ ⇔ = =  (27)

Утверждение 7  следует из Определения 1.

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ ЧАСТЬ

Исследование обработки многомерных 
данных несколькими методами кластерно-

го анализа проводится на 4-мерных данных 
об ирисах, предложенных Фишером в 1936 г. 
Эти данные описывают длину и ширину ча-
шелистика и лепестка для трех видов ирисов: 
Setosa, Virginic и Versicol.

Таким образом, задано множество наблю-
дений 4{ , 1, ... ,150},i iX x | x R i= ∈ =  которое 
необходимо разделить на кластеры. Элемен-
ты ,ix X∈  1, ... , ,i m=  150,m =  представляют 
собой измерения n  параметров, 4,n =  объ-
ектов ,rb B∈  1, ... , ,r B=  3B =  – 3-х видов 
ирисов:

{ , , }.B Setosa Virginic Versicol=
К данным об ирисах применена процеду-

ра определения кластеров объектов метода-
ми Tree Clustering, K-Means и Fuzzy Relation 
Clustering (FRC). Кластерный анализ метода-
ми K-Means и Tree Clustering проводится с ис-
пользованием пакета STATISTICA 6.0. Метод 
кластерного анализа FRC реализован в про-
граммно-технологическом комплексе имита-
ции сложных систем BelSim [1].

Количество применяемых методов кла-
стеризации: 3.L =  Пусть Экспертом в соот-
ветствии с уровнем значимости задачи опре-
делена точная нижняя граница EL  величины 

*L  ( *
EL L L< ≤ ): 2,EL L /=  соответственно 

* 2.L =
Ожидаемое количество кластеров: 3.k =  

Пусть выполняется следующее начальное ус-
ловие: заданы контрольные точки кластеров:

1 1x K X∈ ⊂ , 150 2x K X∈ ⊂ , 2 3 .x K X∈ ⊂
Этап 1. Итерация 0.
Шаг 0. Параметру номера итерации w  

присваивается начальное значение 0.w =
Шаг 1. Проводится кластеризация эле-

ментов множества X  методом 1M  – Tree 
Clustering.

Шаг 2. По результатам кластерного анали-
за (шаг 1) множество наблюдений ,X  

150,X =  разделено на 3 кластера.
Необходимо упорядочить номера класте-

ров по контрольным точкам в соответствии с 
заданным начальным условием. Пусть EP  – 
эталонная матрица вида (3) вероятностей 
принадлежности 3-х контрольных точек 

1 1,x K∈  150 2 ,x K∈  2 3,x K∈  кластерам ,jK  
1, ... , 3;j =  TP  – матрица вероятностей при-
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надлежности рассматриваемых контрольных 
точек кластерам jK  в соответствии с резуль-

татом кластерного анализа (шаг 1, итера-
ция 0):

1,00 0,00 0,00
0,00 0,00 1,00 ,
0,00 1,00 0,00

EP
 
 =  
 
 

 

0,00 1,00 0,00
1,00 0,00 0,00 .
1,00 0,00 0,00

TP
 
 =  
 
 

Необходимо упорядочивание столбцов TP  
по отношению к матрице .EP

Общее количество возможных перестано-
вок столбцов матрицы TP  составляет 3! 6.=  
Рассматриваются следующие перестановки 
столбцов :TP

0 (1, 2,3),I =  1 (2,1,3),I =  2 (1,3, 2),I =  

3 (3, 2,1),I =  4 (2,3,1),I =  5 (3,1, 2).I =
Для матричных пар ( ( ), ),T t EP I P  0, ... , 5t =  

определяются значения метрики ρ :
0( ( ), ) 0,T EP I Pρ =  1( ( ), ) 2,T EP I Pρ =  

2( ( ), ) 0,T EP I Pρ =

3( ( ), ) 1,T EP I Pρ =  4( ( ), ) 2,T EP I Pρ =  

5( ( ), ) 1.T EP I Pρ =
В соответствии с утверждением 4, опти-

мальной по отношению к матрице EP  может 
быть одна из перестановок столбцов :TP  1,I  

4 ,I  так как 

{ }

*

(17)

1 4
(17)

(( ( ), ))

( ( ), ) ( ( ), )

max ( ( ), ) 0, ... , 5 2.

T E

T E T E

T t E

P I P

P I P P I P

P I P t

ρ

ρ ρ

ρ

=

= = =

= = =
Возвращаясь к прежним обозначениям, в 

соответствии с результатом упорядочивания 
столбцов TP :

1

1,00 0,00 0,00
0,00 1,00 0,00 ,
0,00 1,00 0,00

TP
 
 =  
 
 

2

1,00 0,00 0,00
0,00 0,00 1,00 .
0,00 0,00 1,00

TP
 
 =  
 
 

В соответствии с 1TP : 1 1x K∈ , 150 2 2,x x K∈ ; 
в соответствии с 2TP : 1 1x K∈ , 150 2 3,x x K∈ . 
Контрольные точки (КТ) 150 2,x x , заданные 
Экспертом как КТ разных кластеров, попада-
ют в результате кластеризации множества X  
методом Tree Clustering в один кластер. Ре-
зультаты кластеризации множества X  дан-
ным методом исключаются из дальнейшего 
рассмотрения.

Шаги 3,  4. Пропускаются; параметр 1,w =  
осуществляется переход к следующей итера-
ции этапа 1 процедуры кластеризации мно-
жества данных X  несколькими методами.

Этап 1. Итерация 1.
Шаг 1. Проводится кластеризация эле-

ментов множества X  методом 2M  – K-Means.
Шаг 2. По результатам кластерного анали-

за (шаг 1, итерация 1) множество ,X  150,X =  
разделено на 3 кластера.

Пусть EP  – эталонная матрица вида (3) ве-
роятностей принадлежности 3-х контрольных 
точек 1 1,x K∈  150 2 ,x K∈  2 3,x K∈  кластерам 

,jK  1, ... , 3;j =  KP  – матрица вероятностей 
принадлежности рассматриваемых контроль-
ных точек кластерам jK  в соответствии с ре-
зультатом кластерного анализа (шаг 1, итера-
ция 1). Поскольку выполняется условие 

,K EP P=  в дополнительном упорядочивании 
нумерации кластеров в соответствии с задан-
ным начальным условием нет необходимости.

Проведено построение матрицы 2P  вида 
(3) вероятностей принадлежности 3-х видов 
ирисов ( 3),B =  кластерам ,jK  1, ... , 3,j =  

2( 3),k =  Размерность матрицы 2 :P  3 3.×

2

1,00 0,00 0,00
0,00 0,28 0,72 .
0,00 0,96 0,04

P
 
 =  
 
 

Шаг 3. Пропускается. Размерность по-
строенной матрицы 2:P  (1) 3,k =  в соответ-
ствии с (18) вводится обозначение: (1)

2 2.P P=
Шаг 4. Пропускается; 2,w =  осуществля-

ется переход к следующей итерации этапа 1 
процедуры кластеризации множества данных 
X  несколькими методами.

Этап 1. Итерация 2.
Шаг 1. Проводится кластеризация эле-

ментов множества X  методом 3M  – FRC.
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Шаг 2. По результатам кластерного анали-
за (шаг 1, итерация 2) (при 0,85α = ) множе-
ство наблюдений ,X  150,X =  разделено на 
4 кластера. 

Пусть EP  – эталонная матрица вида (3) ве-
роятностей принадлежности 3-х контрольных 
точек 1 1,x K∈  150 2 ,x K∈  2 3,x K∈  кластерам 

,jK  1, ... , 3;j =  FP  – матрица вероятностей 
принадлежности рассматриваемых контроль-
ных точек кластерам jK  в соответствии с ре-
зультатом кластерного анализа (шаг 1, итера-
ция 2). Поскольку выполняется условие 

,F EP P=  в дополнительном упорядочивании 
нумерации кластеров 1,K  2 ,K  3K  в соответ-
ствии с заданным начальным условием нет 
необходимости.

Кластер 4 ,K  согласно методу FRC, состоит 
из одного элемента { }4 25 ,K x=  4 1.K =

Проведено построение матрицы 3P  вида 
(3) вероятностей принадлежности 3-х видов 
ирисов ( 3),B =  кластерам ,jK  1, ... , 4,j =  

3( 4).k =  Размерность матрицы 3:P  3 4.×

3

1,00 0,00 0,00 0,00
0,00 0,00 0,98 0,02 .
0,00 0,08 0,92 0,00

P
 
 =  
 
 

Шаг 3. Размерности построенных матриц 
(1)

2P  и 3P  не совпадают.
Необходимо привести матрицы к одной 

размерности:

{ } { }
(18)

(2) (1)
3max , max 3,4 4.k k k= = =

Приведение матриц (1)
2 ,P  3P  к необходи-

мой размерности выполняется по формулам 
(8) за счет их дополнения столбцами с нуле-
выми вероятностями попадания объекта в 
добавленные кластеры.

(2)
2

1,00 0,00 0,00 0,00
0,00 0,28 0,72 0,00 ,
0,00 0,96 0,04 0,00

P
 
 =  
 
 

(2)
3 3

1,00 0,00 0,00 0,00
0,00 0,00 0,98 0,02 .
0,00 0,08 0,92 0,00

P P
 
 = =  
 
 

Шаг 4. При 2,w =  3L =  выполняется ус-
ловие 1;w L= −  условие (19) не выполняется; 
на шаге 2w =  этап 1 процедуры кластериза-

ции множества данных X  несколькими ме-
тодами окончен.

Этап 2. Обобщение результатов кластери-
зации. Определение кластеров.

Пусть 2 3,P P  – матрицы вида (3) вероят-
ностей принадлежности 3-x видов ирисов 
определенным кластерам ,jK 1, ... , 4j =  со-
гласно методам кластерного анализа K-Means 
и Fuzzy Relation Clustering, соответственно.

2

1,00 0,00 0,00 0,00
0,00 0,28 0,72 0,00 ,
0,00 0,96 0,04 0,00

P
 
 =  
 
 

3

1,00 0,00 0,00 0,00
0,00 0,00 0,98 0,02 ,
0,00 0,08 0,92 0,00

P
 
 =  
 
 
1,00 0,00 0,00 0,00
0,00 0,28 0,99 0,02 .
0,00 0,96 0.92 0,00

P
 
 =  
 
 

Матрица P  является обобщенной матри-
цей вероятностей принадлежности трёх ви-
дов ирисов Setosa, Virginic и Versicol опреде-
ленным кластерам.

РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ

Обобщение результатов кластеризации 
методами K-Means, FRC и построение матри-
цы P  проведено по формуле (4). 

При 2,L =  1,*L =  4,k =  3B =  и формула 
(4) расчета элементов обобщенной матрицы 
P  принимает вид:

2 3 2 3 2 3(1 ) (1 ) ,rj rj rj rj rj rj rjp p p p p p p= − + − +
где lrjp  – элементы матриц 2 ,P  3P  соответ-
ственно, 2, 3,l =  1, ... , 3,r =  1, ... , 4.j =

Анализ обобщенного результата класте-
ризации по матрице P  позволяет выделить 3 
кластера: { }1 SetosaK =  – с вероятностью 
принадлежности видов ирисов кластеру, рав-
ной 100 %; { }2 Virginic ,K =  { }3 VersicolK =  – 
с вероятностями принадлежности видов ири-
сов кластерам, равными 99 % и 96 %, 
соответственно.

В. И. Аверченков, А. И. Якимов, Е. М. Борчик, В. В. Башаримов
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