
 

  

  

Качественная теория дифференциальных уравнений 85

К РАЗРЕШИМОСТИ И ПОСТРОЕНИЮ РЕШЕНИЯ
ДВУХТОЧЕЧНОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ НЕЛИНЕЙНО

ВОЗМУЩЕННОГО МАТРИЧНОГО УРАВНЕНИЯ ЛЯПУНОВА

И.И. Маковецкий

Рассматривается краевая задача

𝑑𝑋

𝑑𝑡
= 𝐴(𝑡)𝑋 +𝑋𝐵(𝑡) + 𝐹 (𝑡,𝑋) + 𝜆𝐺(𝑡,𝑋), 𝑋 ∈ R𝑛×𝑛, (1)

𝑀𝑋(0) +𝑁𝑋(𝜔) = 0, (2)

где 𝐴,𝐵 ∈ C(𝐼,R𝑛×𝑛), 𝐹,𝐺 ∈ C(𝐷𝜌,R𝑛×𝑛), 𝐼 = [0, 𝜔], 𝐷𝜌 = {(𝑡,𝑋) : 𝑡 ∈ 𝐼, ‖𝑋‖ < 𝜌},
𝜔 > 0, 0 < 𝜌 6∞, 𝑀, 𝑁 — постоянные (𝑛×𝑛) -матрицы; функции 𝐹 (𝑡,𝑋), 𝐺(𝑡,𝑋)
удовлетворяют в 𝐷𝜌 относительно 𝑋 условию Липшица (локально); 𝐹 (𝑡, 0) ̸≡ 0,
𝜆 ∈ R.

В [1] с помощью метода [2] получены конструктивные достаточные условия одно-
значной разрешимости и алгоритм построения решения невозмущенной задачи (1), (2).
Данная работа является продолжением [1] и развитием [3, 4]; в уравнении (1) принято
возмущение типа [5].

Примем следующие обозначения:

𝐷𝜌 = {(𝑡,𝑋) : 𝑡 ∈ 𝐼, ‖𝑋‖ 6 𝜌}, 𝜆1 = max
𝑡

‖𝑈(𝑡)‖, 𝜆2 = max
𝑡

‖𝑈−1(𝑡)‖,

𝜇1 = max
𝑡

‖𝑉 (𝑡)‖, 𝜇2 = max
𝑡

‖𝑉 −1(𝑡)‖, 𝑃 = 𝑈−1(𝜔)𝑁−1𝑀,𝑄 = −𝑉 (𝜔), 𝛾 = ‖Φ−1‖,

𝑚 = max{‖𝑃‖, ‖𝑄‖}, 𝑞 = 𝛾𝜆𝜇𝑚𝜔(𝐿1 + 𝜀𝐿2), 𝑝 = 𝛾𝜆𝜇𝑚𝜔(ℎ1 + 𝜀ℎ2),

𝜀 = |𝜆|, ℎ1 = max
𝑡

‖𝐹 (𝑡, 0)‖, ℎ2 = max
𝑡

‖𝐺(𝑡, 0)‖, ‖𝑋‖C = max
𝑡

‖𝑋(𝑡)‖,

где 𝑡 ∈ 𝐼, 𝜇 = 𝜇1𝜇2, 𝜆 = 𝜆1𝜆2, Φ — линейный оператор, Φ𝑋 = 𝑃𝑋 − 𝑋𝑄, 𝐿1 =
= 𝐿1(𝜌) > 0, 𝐿2 = 𝐿2(𝜌) > 0 — постоянные Липшица для функций соответственно
𝐹 (𝑡,𝑋), 𝐺(𝑡,𝑋) в 𝐷𝜌, 0 < 𝜌 < 𝜌, ‖ · ‖ — согласованная норма матриц; 𝑈(𝑡), 𝑉 (𝑡) –
решения уравнений

𝑑𝑈

𝑑𝑡
= 𝐴(𝑡)𝑈, 𝑈(0) = 𝐸;

𝑑𝑉

𝑑𝑡
= 𝑉 𝐵(𝑡), 𝑉 (0) = 𝐸,

здесь 𝐸 – единичная матрица.
Теорема. Пусть выполнены следующие условия:
1) det𝑁 ̸= 0;
2) матрицы 𝑃, 𝑄 не имеют общих характеристических чисел;
3) 𝑞 < 1;
4) 𝑝/(1− 𝑞) 6 𝜌.
Тогда в области 𝐷𝜌 задача (1), (2) однозначно разрешима, ее решение предста-

вимо как предел равномерно сходящейся последовательности матричных функций,
определяемых рекуррентным интегральным соотношением

𝑋𝑘+1(𝑡) = 𝑈(𝑡)Φ−1

[︂
𝑃

𝑡∫︁
0

𝑈−1(𝜏)(𝐹 (𝜏,𝑋𝑘(𝜏)) + 𝜆𝐺(𝜏,𝑋𝑘(𝜏)))𝑉
−1(𝜏) 𝑑𝜏 +
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+

𝜔∫︁
𝑡

𝑈−1(𝜏)(𝐹 (𝜏,𝑋𝑘(𝜏)) + 𝜆𝐺(𝜏,𝑋𝑘(𝜏)))𝑉
−1(𝜏) 𝑑𝜏𝑄

]︂
𝑉 (𝑡), 𝑘 = 0, 1, 2, . . . ,

при этом справедлива оценка

‖𝑋𝑘 −𝑋‖C 6 𝑞𝑘
‖𝑋1 −𝑋0‖C

1− 𝑞
, 𝑘 = 0, 1, 2, . . .

Здесь 𝑋0(𝑡) – произвольная матрица класса C(𝐼,R𝑛×𝑛), принадлежащая области 𝐷𝜌.
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УСЛОВИЯ ЦЕНТРА
ДЛЯ ОДНОГО ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ

В.И. Мироненко

Теорема.Пусть 2𝜋− периодические функции 𝛼0(𝜙) и 𝛼1(𝜙) непрерывны и нечет-
ны, а 2𝜋 -периодические функции 𝑒0(𝜙) и 𝑒1(𝜙) непрерывны и четны, причем 2𝜋 -пе-
риодическая функция 𝑚(𝜙) имеет производную 𝑚̇(𝜙). Тогда для дифференциального
уравнения

𝑑𝑟

𝑑𝜙
= 𝑟3

𝑚̇−(𝛼0+𝛼1)𝑟+[𝑚̇(2𝑚+𝑒0+𝑒1)−𝛼1𝑚]𝑟2+𝑚(𝑚̇𝑒1+𝛼0+𝛼1)𝑟
3+𝑚2(𝑚̇+𝛼1)𝑟

4

[1−𝑚𝑟2][1+(2𝑚+𝑒1+𝑒0)𝑟2+𝑚𝑒1𝑟3+𝑚2𝑟4]

начало координат 𝑟 = 0 является центром.
Доказательство использует тот факт, что отражающая функция [1] этого уравне-

ния задается формулой

𝑚(−𝜙)𝐹 +
1

𝐹
= 𝑚(𝜙)𝑟 +

1

𝑟
.
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